A_LIT I Anwendungen der Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation und ihre Anwendungen
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A_LIT 1 Anwendungen der Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation und ihre Anwendungen

Die Laplace-Transformation hat einige formale Ahnlichkeiten zur Fourier-Transformation, wie sich anhand
der Definitions—Gleichungen zeigt. Es bestehen aber auch einige Unterschiede, die so gewéhlt sind, dal3
mit Hilfe der Laplace-Transformation lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
bequem gelost werden kénnen.

Damit ist sie niitzlich um z.B. Einschwing-Vorgidnge von Systemen zu beschreiben. Die Theorie zur
Laplace-Transformation wird daher auch nur soweit betrachtet, wie es fiir diesen Zweck erforderlich ist.

1 Die Laplace-Transformation

Zweck der Laplace—Transformation ist es hier, lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
zu l6sen. Dafiir wird die (einseitige) Laplace-Transformation mit folgenden Eigenschaften verwendet, die
dieser Problemstellung angepallt ist:

e Festlegen eines Anfangs—Zeitpunktes ¢ = 0. Die Losung gilt nur fiir ¢ > 0.

e Beriicksichtigung der Anfangs—Werte (z.B. £(0), f'(0),---, f((0))

e Beschreibung der Reaktion des Systems mit Hilfe von abklingenden und aufklingenden Schwingungen
Diese Eigenschaften der Laplace—Transformation werden erreicht durch die geeignete Wahl

1. der Integral-Grenzen (0 — oo bzw. (¢ — joo) — (¢ + joo))

2. des Integral-Kerns {e~*'} mit einer ,komplexen“ Frequenz' s

s=(+jw (1.1)
wobei ¢ das Auf- bzw. Abklingen (einer Schwingung) beschreibt? und w = 27 f die Kreisfrequenz ist.

1.1 Definitionsgleichungen der Laplace-Transformation

Die (einseitige) Laplace—Transformation £{f(¢)} ist wie folgt definiert:

s o) ={ JOTei 20 o—e F= [500)-ea=£s0) 1.2)
0

Aus der Bedingung ¢ > 0 ist erkennbar, dafl die Zeitfunktionen, die einer Laplace-Transformation unter-
zogen werden, grundsitzlich bei ¢ = 0 erst beginnen bzw. dort ,eingeschaltet® werden. Dieses ,Einschal-
ten“ erfolgt durch die Multiplikation mit einer Sprung—Funktion & (¢). Im Laplace-Integral ist dies dadurch
beriicksichtigt, dafl die untere Grenze zu 0 angesetzt ist.

Die Laplace-Riick—Transformation £~'{F(s)} lautet:

c+joo
F(s) o—o f(t):%j / Fs)-ettds = LY {F(s)}  fiar ¢>0 (1.3)
c—joo

Der Integrations—Weg (¢ — joo) bis (¢ + joo) ist dabei so zu wihlen, dafl das Integral Gleichung (1.3) kon-
vergiert. Dieses Integral wird hier nicht explizit berechnet. Statt dessen werden Laplace—Korrespondenzen—
Tabellen dafiir benutzt.?> Fiir die in der Laplace Tabelle (Seite 19) aufgelisteten Zeitfunktionen f(t) gilt
f(t)y=0fur¢ <0.

1Als Formelzeichen fiir die komplexe Frequenz ist neben s auch p tiblich (p = s). Hier wird s verwendet.

2In der Literatur ist hierfiir vielfach auch o geschrieben. Um aber eine Verwechslung mit der Sprung—Funktion o (t) auszuschliefen,
wird hier ¢ verwendet.

3Tiir die Behandlung von Einschwingvorgéngen von LTI Systemen reicht das aus. Ansonsten ist bei Laplace-Integralen stets genau
auf deren Konvergenz—Bereich zu achten.
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A_LIT 2 Anwendungen der Laplace-Transformation

1.1.1 Laplace-Transformierte der Sprung-Funktion

Definition der Sprungfunktion o(t) fiir die Laplace-Transformation:*

() = 0 firt<o
TWWTV 1 furt>0

Mit Gleichung (1.2) wird fiir einen Sprung der Grofle .:

L{t.0t)} = ﬁe/a(t)e_“dt:ﬁe/1-6_Stdt:ﬁe/e_5tdtv
0 0 0
Clio(®)} = Uu(s) = [—16—“} T e e 0B g gt
S 0 S S S

—5t — ( ist. Das wiederum erfordert, dafl hm e Steiwt

t—oo

Gleichung (1.5) gilt aber nur dann, wenn hm e

was nur fir #{s} = ¢ > 0 gilt (Konvergenzberelch)
Diese Laplace-Korrespondenz findet man unter Nr. 2 in der Laplace-Tabelle (Seite 19).

Sprungfunktion = eingeschaltete GleichgroBe: o(f) o—e 1
s

1.2 Sitze der Laplace-Transformation

(1.4)

(1.5)

= 0ist,

(1.6)

Die Beweise zu den nachstehenden Sitzen ergeben sich unmittelbar durch Einsetzen in die Gleichungen

(1.2) bzw. (1.3) und werden deshalb hier nicht gebracht.

Satz Zeitbereich (Oberbereich) o—e Bild-Bereich (Unterbereich)
i
ra-o0={ JORZ0 e R =FW)
Linearitat a-f(t)+b-g(t) o—e a-F(s)+b-G(s)
Differentiation % ft) o—e s-F(s)— f(0)
d2
Wf(t) o—e 52 F(s) —sf(0) - f'(0)
n n—1
G ® e S F(s) = 3 fP)s
=0
n o
0 e ()
Ahnlichkeit f(at) o—e %'F (2) a>0
Zeitverschiebung f&=T)-ct—-T); T>0 o—e e 5T . F(s)
Déampfung (reell) e f(t); a rell o—e F(s+a)
Dampfung (komplex) | e(®t7) f(1); (a + jw) komplex o—e F(s — (a+ jw))
Integration / f(r o—e éF(s)
Faltung ft)=g(t) o—e F(s)-G(s)
Anfangs-Wert 7(0) = lim {7 (1)} —  J(0)= lim {sF(s)}
End-Wert f(oe) = lim (£(1)} —  J(0) = lm{sF(s)}

Der Endwert—Satz gilt nur dann, wenn der Grenzwert im Zeitbereich existiert.

4Im Unterschied dazu gilt bei der Fourier-Transformation o(0) = 1/2: Mittelwert aus links— und rechtseitigem Grenzwert.
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A_LIT 3 Anwendungen der Laplace-Transformation

1.3 Fourier — Laplace

Die Laplace—Transformation hat formale Ahnlichkeiten mit der Fourier—Transfomation.® Aber es gibt auch
wichtige Unterschiede.

e Die Fourier-Transformation F'(w) liefert das Spektrum (bzw. die Spektraldichte) einer Zeitfunktion
f(t). Das Spektrum kann mefitechnisch erfafit werden mit Hilfe eines Spektrum—Analysers. f(¢) kann
oo lange andauern, z.B. bei periodischen Zeitfunktionen.

e Die Zeitfunktionen bei der Laplace-Transformation beginnen nicht vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 (Ein-
schalt-Zeitpunkt).

Die Laplace-Transformation F(s) liefert eine Funktion im ,,Unterbereich® (Bild—Bereich, Transfor-
mations—Bereich), der keine direkte physikalische Bedeutung zugeordnet werden kann.® Im Un-
terbereich lassen sich jedoch die Anfangsbedingungen einfach beriicksichtigen. Im iibrigen sind die
Rechnungen, die im Unterbereich durchzufiihren sind, praktisch identisch mit den Berechnungen, die
von der komplexen Wechselstrom-Rechnung bekannt sind.

2 Losung von Differentialgleichungen

Differentialgleichungen werden iiber den ,Umweg” iiber den Unter—Bereich der Laplace-Transformation
gelost. Dieser ,Umweg” ist aber bequemer als der direkte Losungsweg. Damit erhilt man ein Losungs—
Schema gemé8 Bild 2.1.

Original-Bereich, Ober-Bereich
Variable: t

Differentialgleichung
+ Anfangsbedingungen

n A |

\/ L_l { } vTabelle

Bild-Bereich, Unter-Bereich
Variable: s = ( + jw (= p)

Losung der DGL

Algebraische Gleichung —>»  L0Osung im Bildbereich

Bild 2.1: Schema zur Losung von Differentialgleichungen mit der Laplace-Transformation

5Siehe hierzu die Definitions—Gleichungen der Fourier-Transformation im Kapitel ,AFT“: Anwendungen der Fourier-Trans-
formation. http://www.diru-beze.de

6In der Literatur wird trotzdem oft verallgemeinernd vom ,Spektral-Bereich® gesprochen. Eine graphische Veranschaulichung wird
anhand des ,Pol-Nullstellen—Gebirges” gegeben.
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A_LIT 4 Anwendungen der Laplace-Transformation

Wichtig an dieser Vorgehensweise ist, da8 nicht die Riicktransformation £71{F(s)} gem&B Gleichung
(1.3) durchgefiihrt wird, sondern daBl nur in der Laplace-Tabelle (Seite 19) nach den Zeitfunktionen ge-
sucht werden muf, deren Transformierte gleich dem aktuellen F(s) ist.

2.1 Der RLC TiefpaB als Beispiel

Am Beispiel des RLC-Tiefpasses (RLC-TP), Bild 2.2, soll die Anwendung der Laplace-Transformation ge-
zeigt werden.

R L
o— |1+ —©°
—>
t t
uy(t) Ug(t) u(t) ::C u(0)
(o, O

Bild 2.2: Der RLC-Tiefpal}

2.1.1 Ubertragungs-Funktion mit komplexer Rechnung

In einem ersten Schritt berechnet man die Ubertragungsfunktion des RLC-TP mit Hilfe komplexer Rech-
nung.

1

Hpro(w) = g"gfji = & j;“z == @.1)
= 1x ijOlJr Gw)?LC (2.2)
- = iji Gopm TR T=10 2.3)
B 1+2di°;+(i“;)2; w0 \/%; dz% % 2.4
Hruol) = 10} = Gy 2dﬁ(jw) T3 ®5

Die verwendeten Abkiirzungen sind:

wo =

1 R /C
——— Resonanz—Frequenz d= =1/— Dampfun (2.6)
VIC a PR

2.1.2 Gewinnung der Differentialgleichung aus der Ubertragungs-Funktion

Kennt man die Ubertragungs—Funktion, gewinnt man die Differential-Gleichung mit Hilfe des Zeit-Diffe-
rentiations—Satzes der Fourier—Transformation.

d" f(t)

(dt)"

Formal erhilt man den Differentiations—Satz der Fourier—Transformation auch aus dem Differentia-

tions—Satz der Laplace-Transformation, indem die Anfangs—Bedingungen zu Null gesetzt werden und in
der komplexen Frequenz s = ¢ + jw der Realanteil ( = 0 gesetzt wird.

(jw)" - F(w) (2.7)
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A_LIT 5 Anwendungen der Laplace-Transformation

dm (1)
(db)"

n—1
s"F(s) = > fR(0)s" T = (jw)" - F(w) (2.8)
k=0

Um den Differentiationssatz anwenden zu kénnen, wird Gleichung (2.5) ,jiiber Kreuz“ durchmultipliziert.

Uy (w) - { (jw)? + (jw)2dwo + wg } = wi - Ue(w) (2.9)

Nach dem Ausmultiplizieren der linken Seite kann der Zeit—Differentiationssatz angewendet werden.

(jw)U,(w) + 2dwo(jw)Ua(w) + wWaUL(w) = wiU.(w)
B | 0 ?L 0 } ) (2.10)
Ugq Uq
W =+ Qd(UO dt + w%ua (t) = wg Ue (t)

2.1.3 Gewinnung der Laplace-Transformierten aus der Differentialgleichung

Nun soll die Laplace—Transformierte unter Beriicksichtigung der Anfangs-Bedingungen gewonnen
werden. Hierfiir wird der Zeit-Differentiations—Satz der Laplace-Transformation (Kap. 1.2) angewendet.
Aus Gleichung (2.10) folgt damit:

2Ua Uq
d( dt)(f) + 2dy dt(t) owRua(t) = wlue(t)
? ° 9 9 2.11)
(82U(5) — 51a(0) — 0. (0)} + 2dwol{sUs(®) — ua(0)} + wiUs(s) = Ud(s)-w?

Gleichung (2.11) wird so umsortiert, daf3 alle Terme mit U,(s) auf der linken Seite stehen.

Ua(8){8% 4 2dwos + w2} = Ue(s) - wi + {ua(0)(s + 2dwo) + u,(0)} (2.12)
Nun wird nach U, (s) aufgelost.
W ua(0)(s + 2dwyg) + ul,(0)
Uy,(s) =U. L — 2 4 2.13
(s) (5) $2 4 2dwos + w3 $2 4 2dwos + w3 ( )
—_—
Ubertragungs—Funktion Hr 1o (s) Anfangswerte—Funktion U, (s)

2.2 Sprung-Antwort des RLC Tiefpasses

Die Sprung—Antwort a(t) eines Systems erhélt man (per Definition) dann, wenn die Eingangs-Grofie ein
Sprung ist, u.(t) = o(t), und alle Energiespeicher des Systems ungeladen sind, d.h. alle Anfangsbe-
dingungen sind Null: v, (0) = «/(0) =--- = 0.

2.2.1 Spezialfall von Gleichung (2.13): Alle Anfangs-Bedingungen sind Null

Die Ubertragungs—Funktion Hp;c(s) in Gleichung (2.13) ist (abgesehen von der Variablen s) identisch mit
der Ubertragungs—Funktion Hr;c(w) in Gleichung (2.5). Falls also die Anfangs—Bedingungen alle Null sind
(alle Energiespeicher zum Einschalt—Zeitpunkt sind leer), kann man sofort das mit Hilfe der komplexen
Rechnung gewonnene Ergebnis verwenden, indem jw — s ersetzt wird.

Hgro(w) =y Hrre(s) (2.14)

Der Zwischenschritt tiber die DGL ist dann also nicht erforderlich.

Es soll nun am Beispiel RLC TP gezeigt werden, wie man mit Hilfe von MATLAB die Sprung-Antwort
eines LTI Systems bestimmt, das durch seine Ubertragungsfunktion (Zahlerpolynom & Nennerpolynom)
definiert ist.
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A_LIT 6 Anwendungen der Laplace-Transformation

2.2.2 Bestimmung der Sprungantwort mit MATLAB

Per Definition ist die Sprungantwort a(¢) die Antwort eines Systems, dessen Speicher alle leer sind (alle
Anfangsbedingungen sind Null), auf einen Sprung o(¢) als Eingangsgrofle. Wenn aber alle Speicher leer
sind, kann man direkt mit der Ubertragungs—Funktion arbeiten, wie sie mit komplexer Rechnung bestimmt
werden kann. Diesen Zusammenhang verwendet MATLAB. Es geniigt daher, hierfiir die Koeffizienten fiir
das Zidhler— und das Nenner—Polynom des Systems (in absteigender Ordnung) anzugeben. In der ,Control“
Toolbox von MATLAB stehen dann fertige Befehle zur Verfiigung, mit denen die Sprungantwort unmittelbar
dargestellt werden kann.

%Control Toolbox ist notwendig

Z1=[1]; %Z &hlerpolynom
%Nennerpolynome in absteigender Ordnung
N1=[1 1 1]; % d=0.5

N2=[1 2 1]; % d=1

N3=[1 .5 1]; % d=0.25

N4=[1 .25 1]; % d=0.125

T=linspace(0,10,500);
al=step(Z1,N1,T); % Sprungantwort
a2=step(Z1,N2,T);

a3=step(Z1,N3,T);

ad=step(Z1,N4,T);

figure(1)

plot(T,a2,’--k’,T,al,’b’,T,a3,’--m’,T,a4,'g’)

grid

xlabel('Zeit t in sek.’)

ylabel(a(t)’)

title('Sprungantwort eines RLC Tiefpal3--Systems’)

legend(D ampfung: 1'’'D  ampfung: 0.5','D ampfung: 0.25''D ampfung: 0.125',0)

Die mit MATLAB berechneten Sprungantworten eines RLC Tiefpasses zeigt Bild 2.3 (Parameter: Damp-
fung d = [0.125,0.25,0.5, 1))

Sprungantwort eines RLC Tiefpal3--Systems

1.8
16 /’\\
1.4 TAr A
Y. V4 7 ~

1.2 /, /ﬁk /"___
0.8 (4 /"””_\-‘: 4
06 ////// i RN

a(t)
N

04177 == e
0.2 Bametung: 943
00 2 46 8 10
Zeit tin sek.

Bild 2.3: Sprungantwort a(t) des RLC-Tiefpasses fiir Ddmpfungen d = [0.125,0.25,0.5, 1]

2.3 Beriicksichtigung der Anfangswerte
2.3.1 Umrechnung der Anfangs-Werte der Speicher auf die Anfangs-Werte der Ausgangs-GrofBe

Der 1. Energie—Speicher ist der Kondensator C. Da u,(t) = uc(t) ist, kann aus Bild 2.2 (Seite 4) die Anfangs—
Bedingung fiir u,(0) direkt abgelesen werden.

tq(0) = uc(0) (2.15)
Der 2. Energie—Speicher ist die Induktivitat L. Diese hat als Anfangs—Bedingung den Strom i, (0).
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A_LIT 7 Anwendungen der Laplace-Transformation

Der Strom i, (t) der Spule L fliefit (auch) durch den Kondensator C, da der Ausgang unbelastet sein soll.
Dadurch wird der Kondensator C geladen, siehe auch Bild 3.1 (Seite 8). Damit erhélt man den Zusammen-
hang:

duc(t)
dt

Damit sind die Anfangs—Werte bestimmt, die in die Anfangswerte—Funktion U, (s) in Gleichung (2.13)
einzusetzen sind.

iL(t) = C Ot = C (B~ |l (0) = (2.16)

2.3.2 RLC TiefpaB mit Anfangs-Bedingungen und Sprung am Eingang
Die Laplace-Transformierte des Sprungs, Gleichung (1.5), wird in Gleichung (2.13) eingesetzt.

U.(s) = 1 1 w3 ua(0)(s 4 2dwp) + ul,(0) 2.17)
a - e .

s $2 4+ 2dwos + w3 $2 4 2dwos + w3

Ue(s) Ubertragungs-Funktion Hrrc (s) Anfangswerte-Funktion Uy (s)

Damit ergeben sich 3 Teile, fiir die mit Hilfe der Laplace—Tabellen der Zeitverlauf bestimmt werden muS8.

w3 s [ta(0)2dwy + ul,(0)]

Uu(s) =1 a(0
(s) = Fta(0) $2 4+ 2dwos + w? $2 4+ 2dwos + w?

2.1
“ 5 (82 4 2dwos + w?) (2.18)

Teil 1 Teil 2 Teil 3

Hierfiir findet man folgende Korrespondenzen, die an die aktuellen Bezeichnungen noch etwas angepalit
werden miissen, hier speziell Teil 3. Die Korrespondenzen 16 — 18 gelten fiir den Fall dall die Dampfung
d < 11ist (Schwing—Fall). Fiir d > 1 (aperiodischer Fall) sind die Korrespondenzen 9 — 11 zu verwenden.

| Nr. | F(s) [ f() firt >0~ f(H)o(t) |
18 w(2) e*dUJot )
S - (82 + 2dwgs + w%) 1- wa [dwo SlIl(wdt) + wq COS(wdt)]
17 s T
2 1 2duwgs + 2 oo Ao sin(wat) + wa cos(wat)
2 —dwot
16 0 w(z] ¢ sin(wqt)

52 + 2dwys + wi
Bei 16,17 & 18ist: | wg=wovV1—d?; d<1

1 1 1 —at _ _—bt
11 s(s+a)(s+b) ab {1+ab[be ae ]}
s 1
10 b bt —at
(s +a)(s+b) b—a[e ae™"]
1 1
9 —at _ _—bt
(s +a)(s+b) b—a[e e

Tabelle 1: Auszug aus den Laplace Korrespondenzen

Um zu entscheiden, welche dieser Korrespondenzen fiir das gegebene Problem zutreffen, muf} die Cha-
rakteristische Gleichung des Systems gelost werden. Diese entsteht wenn das Charakteristische Polynom
zu Null gesetzt wird.

Der Nenner in Gleichung (2.13) oder Gleichung (2.17) ist dieses ,Charakteristische Polynom* des RL.C
Tiefpasses.

’ N(s) = s?+2dwys + w3  Charakteristisches Polynom (2.19)

© Prof. Dr.—Ing. Dietmar Rudolph compiliert fiir RM.org



A_LIT 8 Anwendungen der Laplace-Transformation

3 Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion

3.1 Die Polstellen der Ubertragungs-Funktion

Ob der Schwing—Fall oder der aperiodische Fall vorliegt, sieht man sofort, wenn die Nullstellen (d.h. die
Losungen) der Charakteristischen Gleichung bestimmt werden.!
Aus der Bedingung

N(s) = s* +2dwps +wi =0  Charakteristische Gleichung des RLC TP (3.1)

folgt fiir die Nullstellen s> der charakteristischen Gleichung:

—wod + wevd?—1 fird>1 ~ 57% reell: aperiodischer Fall

s7o =19 —wod * jwov1—-d? fiird<1 ~ 57% komplex: Schwing-Fall (3.2)
—— ~———— ’
Co Jjwd

Physikalisch gesehen konnen Eigenschwingungen nur dann auftreten, wenn der Eingang kurz ge-
schlossen wird (u.(t) = 0) und die Speicher sich entladen. Aus Bild 2.2 (Seite 4) erkennt man, daf in
diesem Fall ein (geschlossener) LC Schwingkreis (mit Ddmpfung durch R) vorliegt. Das bedeutet aber, daf3
das Charakteristische Polynom fiir den RLC TP und den LC Parallel-Schwingkreis prinzipiell gleich sind,
Bild 3.1.

R L
o— HIEE—+ O
T
Ug(t u,(t
ucO) ==
O —O

Bild 3.1: Der Eingang muf3 kurz geschlossen sein und die Energiespeicher miissen geladen sein, damit ein
RLC-Tiefpall Eigenschwingungen ausfiihren kann. Diese sind identisch mit denen eines entsprechenden
LC—Parallelkreises.

Wenn der Eingang kurz geschlossen ist und damit w.(¢) = 0 wird, folgt daraus, daf auch die Transfor-
mierte U, (s) = 0 sein muBl. Eingesetzt in die Ubertragungs—Funktion folgt dann fiir s = s>

Z(s*) _ Ua(s™) _ Ua(s™)

HED =N "0 0

— oo Polstelle 3.3)

¢ Eigenschwingungen eines Systems sind dadurch gekennzeichnet, dafl eine Ausgangs—Spannung ent-
steht, obwohl die Eingangs—Spannung identisch Null ist.

Wie aus Gleichung (3.3) zu erkennen ist, wird dadurch H(s*°) — oo fiir den betreffenden Wert s>, obwohl
die (Anfangs—) Amplitude der Eigenschwingung nur einen endlichen Wert besitzt, der von der Gréfie der im
System gespeicherten Energie abhingt. Die Ubertragungs—Funktion H(s) hat an der betreffenden Stelle von
s> einen Pol.

Da das Charakteristische Polynom N(s) im Nenner der Ubertragungs— oder System—Funktion steht,
ergeben seine Nullstellen die Polstellen der System—Funktion. Bild 3.2 (Seite 9) stellt den Polstellen—Plan
eines Systems 2. Ordnung dar, wobei die Lage der Polstellen als Parameter dient. Zusétzlich ist jeweils die
fiir die betreffende Polstelle charakteristische Eigenschwingung des Systems dargestellt.

1Sind die Werte der Bauelemente des RLC TP bekannt, 148t sich die Dampfung direkt mit Gleichung (2.6) bestimmen.
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A_LIT 9 Anwendungen der Laplace-Transformation

Da ein RLC TP (oder ein Schwingkreis) ein stabiles System ist, kann er nur abklingende Eigen-
schwingungen ausfiihren. Die zugehorigen Polstellen (abhéngig von der Dampfung d = % +/C/L) befinden
sich in der negativen s Halbebene mit ${s} = ¢ < 0. In Abhéngigkeit von d liegen die Polstellen auf einem
Kreis mit dem Radius wy = 1/VLC.

Zur Bedeutung der Polstellen

Pvﬁwﬂv«,',”li?}

| (A)Q/I_ 7
(03
L N &_ y
7N 7N
Polstellen links der imaginaren N dWy Re{S}:Z
Achse filhren zu abklingenden Doppelpol Treten komplexe Polstellen
Zeitfunktionen. auf, so tritt auch die konjugigrt
komplexe Polstelle auf. Sg
Polstellen auf der Imaginéren gehoren hierbei zu eine
Achse fuhren (bei einfachen Zeitdiagramm zwei Pole/mit
Polstellen) zu Zeitfunktionen konjugiert komplexen #naginérteil.
konstanter Amplitude.
Polstellen rechts der imaginéaren
Achse fuhren zu aufklingenden
Zeitfunktionen.

Bild 3.2: Die Polstellen x der Ubertragungs— oder System—Funktion bestimmen die Eigenschwingungen des
Systems (System 2. Ordnung). Fiir d < 1 liegen die beiden Polstellen (in Abhéingigkeit von d) auf einem Kreis
mit dem Radius wy = 1/V LC.

3.1.1 Polstellen in der rechten Halbebene bzw. auf der w-Achse: Oszillator

Wird ein Schwingkreis mit einem Verstérker (z.B. Transistor) so zusammengeschaltet, dafl seine Verluste
hierdurch ausgeglichen werden, erhélt man einen Oszillator, der Dauerschwingungen ausfiihrt, Bilder 3.3
& 3.4. Die charakteristischen Polstellen hierfiir liegen exakt auf der jw Achse. Somit stellt der Fall { = 0
bereits einen instabilen Fall (eines Ubertragungs—Systems) dar.

Beim Anschwingen eines Oszillators wird die Dampfung des Schwingkreises durch die Riickkopplung
iiber-kompensiert. Damit wird die resultierende Ddmpfung (des Gesamt—Systems) negativ und es kommt
zu aufklingenden Schwingungen. Im Polstellen—Plan ist das der Bereich rechts der jw Achse im Bereich
R{s} > 0.

+Vee

Bild 3.4: Beispiel ei-

Bild 3.3: Beispiel eines nes LC-Oszillators mit
MeiBner—Oszillators Differenzverstiarker
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A_LIT 10 Anwendungen der Laplace-Transformation

Bei einem Oszillator kommt es nach dem Einschalten zunéchst zu aufklingenden Schwingungen (kleiner
Amplitude). Wenn die Amplitude der Schwingung grofler wird, kommt es zu Verschiebungen des Arbeits-
punktes (des Transistors), wodurch sich schlieBlich die Amplitude der Dauerschwingung ausbildet.

Bitte beachten: Aus dem Polstellen—Plan geht die tatsédchliche Amplitude einer Schwingung nicht hervor,
sondern nur die prinzipielle Form der Schwingung.

3.1.2 Polstellen-Gebirge des RLC-TP

Tragt man den Betrag |H(s)| der Ubertragungsfunktion iiber der komplexen s = ¢ + jw Ebene auf, so erhalt
man (allgemein) ein ,Pol-Nullstellen—Gebirge®. Die Polstellen enstehen an den Stellen, wo der Nenner N(s)
der Ubertragungsfunktion Null ist (N (s) = 0), wahrend Nullstellen der Ubertragungsfunktion an den Stellen
sind, wo der Zahler Z(s) = 0 ist.

Im Beispiel des RLC Tiefpasses ist der Zihler Z(s) = w3, also konstant. Daher gibt es hier keine Null-
stellen. Man erhélt daher nur ein ,Polstellen—Gebirge®, Bilder 3.5 (Amplitude linear) und 3.6 (Amplitude
logarithmisch in dB).

Polstellen—"Gebirge" des RLC Tiefpasses d=0.25 Polstellen—"Gebirge" des RLC Tiefpasses d=0.25 in dB
6 20
10
4 IH(S)! 0

[H(s)l/dB

[H(s)|
[H(s)|/dB

] ) ) Bild 3.6: ,Polstellen—Gebirge* des RLC-Tiefpas-
Bild 3.5:. »Polstellen—Gebirge* des RLC-Tiefpas-  ges fiir die Ddmpfung d = 0.25 (Amplituden: loga-
ses fiir die Ddmpfung d = 0.25 rithmisch in dB, Frequenz: linear)

Gezeichnet ist das ,Gebirge” jeweils fiir ¢ < 0 und |H(s)| < 6. Mit ( = 0 erhélt man eine ,Schnittebene”
durch das ,Gebirge“ entlang der jw Achse. Die so entstehende Kontur stellt dann |H (jw)| = A(w) dar, also den
Amplitudengang?. Deutlich ist erkennbar, wie die Resonanz—Uberhshungen des Amplitudengangs durch
das ,Anschneiden“ der Pol—“Turme”“ entsteht. Je dichter die Pole bei der w Achse liegen, umso gréfler wird
die Resonanz—Uberhéhung.

3.1.3 Bode-Diagramm des RLC-TP

Das Bode-Diagramm stellt 20log;, A(w) = 20log,, |H(w)| und ®(w) = Z{H(w)} iiber einer logarithmisch
unterteilten Frequenzachse dar, also tiber log;,[w/w,], wobei w,, eine geeignet gewéhlte Frequenz ist. Fre-
quenzen w < 0 lassen sich logarithmisch nicht auftragen. Der Nullpunkt der Frequenzachse ist im Bode—
Diagramm bei —oo, Bild 3.7.3

Mit Hilfe von MATLAB kann das Bode—-Diagramm gezeichnet werden:

2Im Zusammenhang mit der Laplace-Transformation ist es durchaus iiblich H(jw) zu schreiben, wihrend sonst meist H(w) ge-
schrieben wird.

3Im Gegensatz dazu ist im Polstellen—Gebirge (Bild 3.6) nur der Betrag logarithmisch aufgetragen, wihrend die Frequenzen linear
aufgetragen sind, so daf3 dort auch negative Frequenzen darstellbar sind.
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A_LIT 11 Anwendungen der Laplace-Transformation

Betragsverlauf eines RLC Tiefpal3--Systems

m °0 R P
© P bl
£ O SHI BRI
o)) = =  Dampfung: 1 I R o 4 o
© cob = Dampiungios  [FhitHooboddliiTTeeld L Ll
5 S0 == campungozs  [fi i1 ~REf
g Dampfung: 0.125 EEEE E E i
100 r—————re R
-2 -1 0 1 2
10 10 10 10 10
Ne) Phasenverlauf dazu
E 0 : N S ::ii i i i
) L ) \I ) ) [ )
O 50 [t NN dootet
) e ) [ I | < ) [ )
C 1 e 1 T ) L ) L
= _100H BEI RN ELL S SN R 8141
- — - Dampfung: 1 AL NIRRT
% —— opamptngos  RiHHNNM G FEHHEF
1501 = < ampiung: 9. ST r==r-r
D fung: 0.125
i H :H:a;n:p“ung HEHEH HEH T
-200 -1 0 1 2
10 10 10 10 10

Kreisfrequenz in rad/sek

Bild 3.7: Bode-Diagramm des RLC-Tiefpasses (Betrag und Phase) fiir Ddmpfungen d = [0.125,0.25,0.5, 1]

3.2 Der RC Spannungsteiler als Beispiel fiir Pol und Nullstelle

Der RC—Spannungsteiler in der Form Bild 3.8 findet eine Anwendung in der Tastspitze eines Oszilloskopes,
Bild 3.9. Mittels der Tastspitze verringert sich die Belastung der zu messenden Spannung.

Probe
?:l— Oscilloscope Input
o—+¢ 1 o C comp
| | C, Input voltage to the oscilloscope
Z ( ) | | - | p equals 0.1x
S probe tip
a ZZ(S) moova Probe cable incl. )___L voltage
B —— - cable L
Ue(t) us(t) Ry| | =— ua®
C, Input voltage
15...25 pF
Rs=1MQ
e, O
L =

Bild 3.8: Schaltbild des RC—Span-
nungsteilers Bild 3.9: Oszilloskop mit Tastspitze

Der Kompensations—Kondensator Ceomp der Tastspitze mull dabei so eingestellt werden, dafl das Teiler-
verhiltnis frequenzunabhingig wird. Im Beispiel Bild 3.9 handelt es sich um eine Tastspitze mit Verhiltnis
10 : 1, wie man sofort aus den Werten der Widersténde sieht.

3.2.1 Ubertragungs-Funktion des RC-Spannungsteilers

Fir den Spannungsteiler (Bild 3.8) gilt zunichst allgemein:
__ Za(Ww)
Z1(w) + Z2(w)

Die Berechnung der Ubertragungsfunktion Hgc(w) gestaltet sich einfach, wenn man beachtet, daB die
beiden komplexen Widersténde Z;, Z> des Teilers die gleiche Struktur Z; , haben.

Hre(w) (3.4)

_1
R1’2 jwC1 2 R1,2 R1,2

Z1o(w) = = = ;
12() Rip+ 556 L+ RipjwCiy 14wl

Tio=Ri2 -Cip (3.5)
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A_LIT 12 Anwendungen der Laplace-Transformation

Damit wird aus Gleichung (3.4)

Ry .
1507 Ry(1 4 jwTy)
Hpc(w) = LT = : , (3.6)
ro(w) e+ i Re(1+jwTh) + Ri(1 + jwTs)
_ RQ(l —|—ij101) _ R2 ] 1 +jWR101 (3 7)
(Ri+ Re) + jwRiR2(C1+ Ca) — Ri+ Ry 1+ jwigtlie (C) 4 Cy) '
14 jwly Ry
H = — =—— Tz=Ty;, Ty= . .
re(w) 1+ jwly RiiR, lz=Ts In (R1|[R2) - (C1]|C2) (3.8)
e Das Teilerverhaltnis K = RffRz gilt fiir Gleichspannung, also fiir die Frequenz w = 0.

e Die Zeitkonstante des Zdhlers Tz bestimmt sich aus dem komplexen Widerstand 7; zwischen Ein—und
Ausgang.

e Die Nennerzeitkonstante T ergibt sich aus der Parallelschaltung von Z; und Z5. Andererseits ergibt
sich Ty auch aus der Losung des Charakteristischen Polynoms des RC—Teilers. Dafiir muf3 aber u.(t) =
0 gesetzt werden, wodurch sich die Parallelschaltung von Z; und Z; ergibt, wie sofort aus Bild 3.8 zu
erkennen ist.

e Aus der Parallelschaltung von Z; und Z, ist unmittelbar einsichtig, daf} diese Struktur des RC—Span-
nungsteilers nur eine Anfangsbedingung u,(0) haben kann, obwohl 2 Energiespeicher vorhanden sind.
3.2.2 Pol-Nullstellen-Gebirge des RC-Spannungsteilers

Das Pol-Nullstellen—Gebirge |Hrc(s)| des (nicht abgeglichenen) RC—Spannungsteilers ist in Bild 3.10 dar-
gestellt. Da die Schnittlinie entlang der (—Achse lauft, sind Polstelle (s = s°°) und Nullstelle (s = s;) deutlich
erkennbar.

N T, T
[Hrc(S)If | | PDT,
Lead

Bild 3.10: Pol-Nullstellen—Gebirge |Hrc(s)| des RC—Spannungsteilers (PDT)); Schnittlinie entlang der (-
Achse

In Bild 3.10 ist die Nullstelle sy = 1/T7 dichter an der jw—Achse als die Polstelle s> = 1/Tx. Daher
uberwiegt der Einflul der Nullstelle gegeniiber dem der Polstelle auf den Amplitudengang |Hgc(w)|.

Sozl/Tz<SOO:1/TN ~ Ty >TN 3.9)

3.3 Bode-Diagramm des PDT; Systems

Je nachdem 77 < Tx oder T < Ty ist, iiberwiegt entweder das integrierende oder das differenzierende
Verhalten bei dem RC—Spannungsteiler. In regelungstechnischer Bezeichnungsweise handelt es sich um ein
PDT;—Glied und es ist genauer:
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A_LIT 13 Anwendungen der Laplace-Transformation

e fiir Ty < T (integrierend) ein ,,Lag“—Glied mit nacheilender Phase
o fiir Ty < Tz (differenzierend) ein ,,Lead“—Glied mit voreilender Phase

Diese Eigenschaften ersieht man aus dem Bode—Diagramm des PDT; Gliedes.

3.3.1 Betrag des Bode-Diagramms
Fiir den Betrag der Ubertragungsfunktion des RC—Spannungsteilers (P DT;—Glied) ergibt sich aus Gleichung
(3.8):
1 + (u)Tz>2
1+ (CUTN)2

Diese Gleichung 148t sich bequem auswerten. Es sei (wie in Bild 3.10) T, > T angenommen (differenzie-
rendes Verhalten, Lead) mit T, /Ty = m. Hierfiir betrachtet man die Falle:

|Hro(w)| = |Hppr, ()| = K (3.10)

Ry
-0 d folgt |H ~ K= — 3.11
w araus folgt |Hppr, (w)| Rt By ( )
w=uwy =1/T; darausfolgt |Hppr (w)|~K V2 (3.12)
wz =1/Tz <w <wy =1/Tx darausfolgt |Hppr, (w)| = K -wT; (3.13)
T
w — oo daraus folgt |Hppr, (w)| ~ K - TJZV m-K = Clil & (3.14)

Das Ergebnis fiir w — oo ergibt sich aus Gleichung (3.7) oder direkt aus dem Schaltbild, Bild 3.8.

3.3.2 Zeichnen des Betrags des Bode-Diagramms

Die Ndherungen fiir den Betrag des Bode-Diagramms koénnen unmittelbar in ein Diagramm umgesetzt
werden, Bild 3.11. An der Stelle w = wz erfolgt ein Aufwiarts—Knick mit Steigung +20 dB/Dekade. An
der Stelle w = wy erfolgt ein Abwarts—Knick mit Steigung —20 dB/Dekade, so dal sich resultierend eine
Steigung von 0 dB/Dekade mit dem Betrag m - K = K - Ty /Tn = |Hpeaa(w — 00)| > K ergibt.

Da der Betrag logarithmisch dargestellt ist, ergibt sich aus einem Produkt bzw. Quotienten in der Uber-
tragungsfunktion im Betrag des Bode—Diagramms die Summe bzw. Differenz der Logarithmen der einzelnen
Teile. Eine Multiplikation wird zur Addition, was auch fiir die Konstante K zutrifft.

Da die Frequenzachse im Bode-Diagramm logarithmisch unterteilt ist, werden die Verldufe entsprechend
zu 1/w als Geraden mit der Steigung —20 dB/Dekade dargestellt.

4 [Hrc(w)|/dB
v
A 574 3B
B
<V
v
K 3dB | -
w,=1/T, w=1/Ty . Ig[w/(1/s)]

Bild 3.11: Betrag des Bode—Diagramms fiir das Lead Glied (Tangenten—N&dherung)

An den Knickstellen ist der exakte Verlauf des Betrags 3 dB unterschiedlich zu den Tangenten (gestri-
chelt gezeichnet). Im Bode—Diagramm ist das i.w. aber nur eine kleine Korrektur beziiglich der Tangenten—
Néiherungen.

Beim Lag—Glied ist wy < wgz, so daB3 hier zuerst der Abwarts—Knick und dann der Aufwirts—Knick
erfolgt. Damit ergibt sich |Hyag(w — 00)| < K.
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3.3.3 Bode-Diagramm in Betrag und Phase fiir Lead und Lag

Die exakten Verlaufe der Bode—Diagramme fiir Lead und Lag Verhalten des PDT; Gliedes lassen sich wieder
mit Hilfe von MATLAB berechnen, Bild 3.12 mit w; = 1rad/sec & Bild 3.13 mit wy = 1rad/sec. Fiir beide Fille

ist K = 1 gewahlt.

Betragsverlauf eines Lead Systems mit wzzl

Betragsverlauf eines PDT1 Lag Systems mit wNzl

§

10° 10" 10
Phasenverlauf PDTl Lag

120 _ wN:iwz O
— W =4w. 4
N z m
%J — 078w, ° 50
15 _ c
c =160 = ol
D0l . 3 -
g \I-/—15* — W,=20
© 5l ; —_— Z=4u)N
Q © -20H — @, =8wy
[0 e— L L K} coZ=16mN
107" 10° 10 10° 025~
10
Phasenverlauf PDT1 Lead
80
1 - wNi2wz
o 60 " A9, s !
© — © 8w, Ee]
IS
0] o
40 (O]
2 s
@ 20 7]
& £
O L L 0-
10" 10° 10" 10° -80 7

Kreisfrequenz w in rad/sek —

Bild 3.12: Bode-Diagramm Betrag und Phase

Lead

.
O‘

10° 10 10
Kreisfrequenz win rad/sek —

Bild 3.13: Bode—Diagramm Betrag und Phase Lag

Fiir den Phasenverlauf gibt es keine (einfache) Tangenten—Nédherung, da die Phase sich iiber den arctan
berechnet und dann noch logarithmisch iiber der Frequenz aufzutragen ist. In Bild 3.14 sind die Phasen fiir
Lead-Glieder mit Tz /Tx = m mit [m = 2;3,4,5,6,8,10,12,15] aufgetragen. Dabei ist jeweils w; = 1 und
wn = m - w,. Fir Lag—Glieder gelten die Kurven auch, wenn Tz mit Ty vertauscht wird und die Phasen mit
negativem Vorzeichen versehen werden, entsprechend zu Bild 3.13.

N
b5

60°

55°

50°

/1/

45°)

/
y/

vV

N
NN

Vi V/4

1Y/

N

77

4

5 8 107 2410
A -

w/(rad/sec)

Bild 3.14: Phasen fiir Lead—Glieder mit Tz /Ty = m mit [m = 2;3,4,5,6,8,10,12, 15]
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A_LIT 15 Anwendungen der Laplace-Transformation

3.3.4 Realisierung von Lead und Lag mit Hilfe von Operationsverstirkern

Mit einem RC—Spannungsteiler (passive Realisierung) konnen nur Werte K < 1 realisiert werden. Ist ein
Wert K > 1 (Verstarkung) gefordert, benotigt man einen Verstiarker. Wird ein Operations—Verstarker (OV)
verwendet, 146t sich die notwendige Beschaltung aus dem Verlauf des Betrages im Bode-Diagramm bestim-
men.

Man unterteilt dazu den Verlauf in seine Bestandteile entsprechend zu der Tangenten-Néherung in Ab-
schnitt 3.3 und legt fest, welcher Teil der Beschaltung des OV asymptotisch das entsprechende Ubertra-
gungsverhalten erzeugt. Dies wird am Beispiel des Bode—Diagramms Bild 3.11 gezeigt, Bild 3.15.

A
|Hrc(w)|/dB
SPAIN R S _ —
o A '}"3'
o :
x Re l
_K | 1 » o UE(t) ua(t) °
w,=1/T, 001\121) LI

Bild 3.15: Zur Gewinnung der Beschaltung eines Operationsverstirkers aus dem Verlauf des Bodedia-
gramms

Aus einer (formalen) Berechnung der Ubertragungsfunktion des invertierenden OV (H(w) = —Z,.(w)/Z.(w))
folgt:

1. Da beim RC—Spannungsteiler nur 1 Anfangsbedingung vorgegeben werden konnte, ist bei einer Reali-
sierung mit einem OV auch nur 1 Kondensator (Energiespeicher) erforderlich.

2. Der Wert K der Konstanten bestimmt das Verhéltnis R,/R.. Hierbei hat man einen Freiheitsgrad,
denn man muf festlegen, wie hochohmig man dimensionieren will. (Farbe: magenta)

3. An der Stelle wz soll ein Aufwéarts—Knick erfolgen. (Farbe: griin) Dies wird erreicht durch einen Kon-
densator C parallel zu R,.. (Daraus folgt 7, = C - (R, + R1))

4. An der Stelle wy soll ein Abwirts—Knick erfolgen. (Farbe: orange) Dies wird erreicht durch eine Seri-
enschaltung eines Widerstandes R; zum Kondensator C. (Daraus ergibt sich Ty = R,C)

5. Der Wert K - Tz /Ty ergibt sich aus dem Verhéltnis R, /(R.||R:1). (Daraus ergibt sich R;)
6. Der Wert von C ergibt sich aus der Zeitkonstanten Ty = R,C.

Fir die Beschaltung eines OV als Lag—Glied werden die Strukturen fiir Eingangs—Beschaltung und Riick-
fiihr—Beschaltung gegeniiber dem Lead—Glied getauscht. Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Werte ist
entsprechend. Eine Realisierung mit 2 Kondensatoren ist fiir Lead und Lag theoretisch moglich, fithrt aber
beim OV auf eine ,Slew—Rate” Begrenzung.

4 Der RC-Teiler im Zeitbereich

Mit Gleichung (3.8) (Seite 12) gilt fiir den RC—Spannungs—Teiler (alle Anfangsbedingungen sind Null):

1—|—STZ A1 1+STZ ~ 1/TN TZ 1
Ua(s) = Ue(s)H, U =U.-- K =UK{————~ 4+ =2~ 4.1
(s) (s)Hrc(s) (s) 17 5Ty s BT, Gt 1/Te) Ty 53 1/Ty (4.1)
Nr. 7 Nr. 5
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Damit ergibt sich als Ausgangsspannung im Zeitbereich:

~ =t Tz =t - T7; —Tn =t
Ua(t) = UK 41— e™ + Zetw Lo(t) = Uk {1+ 2 Netw Lo(t) 4.2)
TN TN
Die Berechnung zeigt, da3 nur eine e-Funktion im Zeitbereich vorkommt. Dies ist in Ubereinstimmung mit
der einen moglichen Anfangs—Bedingung und der OV Realisierung mit einem Kondensator.

Die Sprungantworten fiir das Lead und das Lag Glied sind in den Bildern 4.1 & 4.2 dargestellt.

Srungantwort Lead-Glied mit ®,=1 Srungantwort eines PDT, Lag Systems mit w, =1

L L L L
2 25 3 35 4

. . . .
15
0 05 1 2 25 3 o
Zeittin sek. -

15
Zeittin sek. -

Bild 4.1: Sprungantwort Lead, diffe- Bi'ld 4.2: Sprungantwort Lag, inte-
renzierendes Verhalten grierendes Verhalten

Beim Lead-Glied in Bild 4.1 ist Tz konstant und T wird gedndert. Dadurch dndert sich auch die jewei-
lige Charakteristische Gleichung. Deshalb haben die e-Funktionen der Sprungantwort a(t) jeweils unter-
schiedliche Zeitkonstanten.

4.1 Anfangs-Wert und End-Wert

Aus dem Anfangs—Wert Theorem u,(0) = }in}){ua(t)} = lim {sU,(s)} folgt fiir die Sprungantwort «(t) mit
Uu(s) = H(s) - Ug(s) und u.(t) = o(t) o—e U.(s)=1/s

a(0) = lim {|H(s)|} = |H(cc)| Anfangs-Wert (4.3)

55— 00

Entsprechendes gilt fiir das End—Wert Therorem u,(c0) = tlim {ua(t)} = liH(l) {sU,(s)}. Daraus folgt fir die
Sprungantwort a(t) und die Ubertragungsfunktion H (s)

(o) = |H(0)| End-Wert | (4.4)

Bild 4.3 zeigt diese Zusammenhinge am Beispiel des Lead Systems mit wy = dwz;wz = 1.

a(t)
4~

20
3+ A”fa”QS-Wert

[H(w)l

) —
c [12dB=>4 3
2 %107 Ll
o
3 Wz
fre-be e TTEE— @ 5f
/TN:T2/4 Eﬂd—V\/ert‘\; 0dB=>1 .
0 L L 0 1 I
0 05 1 15 . —> 10" 10° 00— 10

Bild 4.3: Anfangs— und Endwert-Theorem
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4.1.1 Abgleich der Tastspitze beim Oszilloskop

Aus Gleichung (4.1) (Frequenz—Bereich) und Gleichung (4.2) (Zeit—-Bereich) sieht man sofort, daf3 die Tast-
spitze als frequenz—unabhéngiger proportionaler Teiler dann wirkt, wenn beide Zeitkonstanten gleich sind.

R Ry

Ty, =T, T, =RC=——"—
4 N~ 11 101 R, + Ry

(C1+ Ca) ~ C1(Ry + Ra) = Ra(C1 + C) ~ To = CaRy = T1 (4.5)

Bei der Tastspitze miissen also die beiden Zeitkonstanten T = T3 sein. Im praktischen Fall wird dies erreicht
durch Abgleich von Ceomp, Bild 3.9 (Seite 11). Aufgrund des Anfangs—End—Wert Theorems ist einsichtig, daf3
sich der Abgleich auch auf den Frequenzgang auswirkt, Bild 4.4.

Probe undercompensated
Incorrect squarewave representation ... .... and 1 MHz sinewave amplitude too low.

AN S
VAVAVATAY

CH1 : 10Qmv~ : MTB| 100us -1.26dv ch14] CH1 © 100mV~ . M78| 500ns _-1.26dv ch1H]

Probe overcompensated
Incorrect squarewave representation .... .... and 1 MHz sinewave amplitude too high.

CH1 © 100mV~ MTB| 100us -1.26dv chl+ CH1 © 100my~ : : MTB| 500ns -1.26dv chl+

Probe correctly compensated
Correct squarewave representation .... .... and correct 1 MHz sinewave amplitude: 500 mV pp.

oL L TR

CH1 10Qmv~ MTB| 100us -1.26dv ‘chl+ CH1 10amv~ MTB| 500ns -1.26dv : chl+

Bild 4.4: Auswirkung des Ableichs der Tastsptze eines Oszilloskops im Zeit— und Frequenz—Bereich
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5 Partialbruch Zerlegung

Ein allgemeines System, das durch eine gewdhnliche DGL mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden
kann, hat eine Ubertragungs— bzw. System—Funktion in einer gebrochen rationalen Form.

m .
Z bisl
_ =1

- n ]
> a;st
i=1

Gemal eines fundamentalen Satzes der Algebra hat das Nennerpolynom n Wurzeln (Lésungen).

H(s) ap=1 m<n (5.1)

iaisi =0 (5.2)
i=1

Einige dieser Wurzeln kénnen auch mehrfach sein. Die Lésungen von Gleichung (5.2) seien wie folgt:

] Zahl der Wurzeln \ Wert \

ni —P1 r

no —p2 mit » “n;=n (5.3)
: : i=1

Ty —Pr

Damit 148t sich das Nennerpolynom in Produktform darstellen.

Z a;s’ = H(s +pi)" (5.4)
i=1 i=1
Gleichung (5.1) wird damit:
in: biSl
H(s) = ——= (5.5)
(s+pi)™

@
Il
-

Da nun der Nenner in Produktform vorliegt, kann fiir H(s) die Partialbruch Darstellung angegeben werden.

K ng Ci .
i=1 k=1 ’

Die einzelnen Koeffizienten c;;, erhilt man zu:

1k

| R (s p)" H (s)} (5.7)

Cik = 7777
(NZ - k) S=—DPi

Die Koeffizienten c¢;;, heiflen die Residuen von H(s).
Treten keine mehrfachen Pole auf, vereinfacht sich die Partialbruchzerlegung erheblich. Zu einem kom-
plexen Pol gibt es immer auch den konjungiert komplexen Pol. Es gilt dann fiir m < n:

e = ; s fpi mit ¢ = (s+pi)H(s)|,—_,, (5.8)

Mit Hilfe der Partialbruch—Zerlegung werden die Ausdriicke im Bild-Bereich in einfache Teile zerlegt.

Diese findet man dann in den Laplace-Tabellen und gewinnt damit (unter Anwendung des Linearitats—
Satzes) die Losung im Zeitbereich.
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6 Tabellen zur Laplace-Transformation

| Nr. | F(s) | f(t) fir t > 0~ f(t)a(t)
1 |1 o(t) Einheits—Impuls
1
2 B o(t) Einheits—Sprung
1
3 = t Einheits—Rampe
|
4 | o p=0,1,2,3,---
Sn
5 1 e—at
st+a
n!
t —at
6 (5 + )" €
a
7 1 — —at
s(s+a) ‘
8 1 at —1+e ™
s2(s+a) a?
1 1
9 —at __ _—bt
(s +a)(s+b) b—a[e |
S 1
10 - b —bt —at
(s +a)(s +b) T
1 1 1
11 — 11 be~* —ae™"
s(s+a)(s+b) ab{ +a—b[e e ]}
wo .
12 m Slﬂ(Wot)
S
13 m COS(Wot)
wWo —at -
14 m e t Sln(u)Ot>
S+ a —a
15 m e t COS(Wot)
Bei 16, 17 & 18 ist: | wg = wovV1 —d?; d<1
w2 e*dwot
16 0 ; in(wgt
52 + 2dwys + w? “o Wy sin(wat)
S e—dwot )
17 ot 2dons o [dwo sin(wqt) + wq cos(wqt)]
0
wg efdwot
18 5 (5% T 2dugs T ) 1- o [dwy sin(wgt) + wg cos(wqt)]
0
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