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Komplexe Zahlen M'l'h 4]
3 Blatter

A. Zahleneinteilung
1. Redlle Zahlen

a) Rationale Zahlen
Dierationalen Zahlen sind als Bruch darstellbar, dessen Zéhler und Nenner positive oder negative
ganze Zahlen sind. Werden sie als Dezimalbruch geschrieben, so bestehen sie aus einer endlichen
oder einer periodisch sich wiederholenden Ziffernfolge.
Z. B. ganzerationale Zahlen: 2; 5; 8; 99.

gebrochene rationale Zahlen: 1/4 = 0,25; 1/3 = 0,333...

b) Irrationale Zahlen
Irrationale Zahlen sind nicht as Bruch darstellbar. Als Dezimalbruch geschrieben, geben sie eine
unendliche Anzahl von Ziffern (keine periodische Wiederholung von Zifferngruppen).
ZB. m=314159
e=2,71828

2. Imaginare Zahlen Die Einheit der imaginaren Zahlen ist J-1 und wird mit j bezeichnet. Das
Quadrat einer imaginaren Zahl (jb)? ist eine negative Zahl — (b)>.

Z.B. j3=+-1.3 jp=+-1.b

3. Komplexe Zahlen
Komplexe Zahlen sind eine Verbindung einer reellen Zahl mit einer imagindren Zahl
Z.B. 5+j3; atjb

B. Darstellung der komplexen Zahlen
in algebraischer Form:

z=a+|b

z=4+j3 (Bild 1)
in trigonometrischer Form:

z=r(cose +jsing)

z=5(08+j-06) (Bild1)
in exponentieller Form: ,

z=r.¢e’

z=5.€% (Bild 1)
Umrechnungsformeln:

r =+a’+b?; tg(ng
a=r.coso; b=r.sing

Konjugiert komplexe Zahl Z:
Die zu einer komplexen Zahl konjugierte komplexe unterscheidet sich von der ersteren dadurch,
da3ihr Imaginarteil das entgegengesetzte Vorzeichen der komplexen Zahl hat:

komplexe Zahl z=a+jb



konjugiert komplexe Zahl Z=a—|jb

By N o
g S | lz=a+i
i )
3 —  r=VE+E VP #3=5 P
2 A tgg)«‘?/a-%-a,zs (4 ol ]
}// b . ‘9’(
dn g =3 =
ot 1 a reet— 1 sl
| s Z=a-jb
7 L |
7-2 3 4
Bild 1. Darstellung einer komplexen Zahl in der Gaul}’schen Zahlenebene Bild 2. Die konjugiert komplexe Zahl

In der Zahlenebene liegt die konjugiert komplexe Zahl spiegelbildlich zu der entsprechenden
komplexen Zahl (Bild 2)

C. Rechenregeln

1. FUr dieimaginaren Zahlen
Auf die imaginéren Zahlen kann man die gleichen Regeln anwenden wie auf die reellen Zahlen.

Addition: a+hbj=j(a+b)
Subtraktion: a-—bj=j(a-hb)
Multiplikation: g-bj=—a-b

] _a
Division: 3 =—

B b
Potenzregeln fir die imaginére Einheit:
j?=-1 —jf=+1 Vi =jt=-]
= —j3=+4] Ui=j?=-1
j4:+]_ —j4:—]_ 1/j3:'_3:+j
j°= 4] =] Uj*=j*=+1

U*=j®=—j

2. Fur diekomplexen Zahlen in algebraischer Form

Addition:
konjugiert komplex:
Subtraktion:
konjugiert komplex:
Multiplikation:
konjugiert komplex:

Division:

konjugiert komplex:

(g +]jby) + (@ +]jb2) = (ar + &) +j (by + )
(@a+]jb) + (a-jb)=2a
(g +jb1) — (@ +]jb) = (a0 — &) +j (b1 — by)
(@a+jb)-(a—-jb)=j2b
(ar+jby) (o +jbo) = (awde —biby) +j (8uby + &by)
(a+jb) (a—jb) =& + b’

a+jb _(a*+ib)(a-ib,) _aa+bb, .ab-ab,

a,+ijb, (8,+jb,)(a,-jb,) a+b,  a’+b)
a+jb_(a+j)(a+jb) _a*-b* . 2ab

a-jb (a-jb)(a+jb) a@+b @i+



1 1(a-jb) _ a b

reziprok: = = -]
P a+jb (a+jb)(a-jb) a+b® @+ b’
Quadrieren: (a+jb)?> = (a+jb) (a+jb) =& —b? + j2ab
J & (a-jb)’=(a—jb) (a—jb) =& + b’ —j2ab
/ ; Ve y . . .
J (,>(’" 3. Fur dietrigonometrische Form
7 . .
& A | Z1 =11 (COS@1 +] SiNg1); Zo =1 (COSP2 +j SiN @)
Multiplikation
21425 =11+ 12 [COS (@1 + ¢2) +] SN (@1 + (¢2)]
Division:
Bild 3. Darstellung der komplexen Zah! Z r L
mit rechtwinkligen und Poiarkoordinaten 1 = —lI:COS( (pl— (Pz) +J 5] n((pl- (pz)]
ZZ I’.2
Z Potenzieren: z"=r"(cosn-¢ +jsinn¢)
/| r 4. Fir die exponentielle Form
. z,=1,6% z,=r,d"”
7 ) Multiplikation: Zie Zo =1y o Iy e € (01792
Yl Zl(ZZ+Zg):Z]_'Zz+Zl'Zg
M | , £ oo
> Division: Z—l = r_l e
Bild 4. Spiegelung am Nullpunkt 2 2
Potenzieren: 2"=r". "
Z
D. Geometrische Darstellung
/] & 1.Vektoren in der Ebene, Darstellung (Bild 3)
Z=X+]y J = Einheitsvektor in y-Richtung
DN _ 1=Ei nh_e|t_svektor in X-Richtung
'/{(_ z=r.€°=r(cos¢ +jsing)
\K/(\ X=r.cose Yy=r-sing
™ \ r=x?+y*>  @=actgy/x
‘ 7 |
Bild 5. Inversion €® = Einheitsvektor mit dem Winkel ¢ und den Kompo-
nenten:
N in X-Richtung cos ¢
ol iny-Richtung sin
va N y gsno
{ . C/ 2. Spiegelung an der x-Achse (Z, = konj. kompl. Vektor)
\ Q/{ / (Bild 4) Z=X-jy=r.e”
| L 3. Inversion (Bild 5)
—=Y 7 | |3 5 1_ 1 _ xjy . x .y
7 X+jy X2+y2 X2+y2 JX2+y2
Bild 6. Hilfskonstruktion fiir die Inversion (Bild 5) - r-cosp .r. sine - 1- el
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3
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r r



Die Konstruktion erfolgt nach einem Satz von Euklid:

Im rechtwinkligen Dreieck teilt das Lot auf die /7\
Hypotenuse diese so, daf? gilt: a-(a+b)=c? ot £ N\zs

(Bild 6) v b2,

Hier ist Z;\ // )\
a+tb=r;, c=1;, a=1r \é//{f \\‘Za
Mit dieser Regel ist die Polaren-Konstruktion (Bild 0 —t—L |

5) durchgefihrt. Zu z wird der konjugiert komplexe G
Vektor Z gezeichnet. VonZ werden die Tangenten l

an den Einheitskreis gel egt. Die Verbi ndungslinie Bild 7. Addition, Subtraktion zweier komplexer Zahlen

(Polare) der beiden Beriihrungspunkte schneidet Z
im Punkte K. OK ist der durch Spiegelung am ~

Einheitskreis gewonnene gesuchte Vektor 1/z.

Eine genauere Bestimmung der Berdhrungspunkte Zz

der Tangenten mit dem Einheitskreis ist mit Hilfe des ﬁ%"“ l‘rz\
Kreises des Thales mogl i'ch. Man hql biert Z qnd 1= —
zieht um den Mittel punkt einen Kreis mit dem Radius 2 ﬁ?/i ™
0-Z /2 Diesr Kreisschneidet den Einheitskreis W %
in den gesuchten Berthrungspunkten. ( 2\ \ g
4. Addition, Subtraktion \ /
Aus Bild 7 ergibt sich, da3gilt:  z,+z,=2z,+ 2z,
und (z+2)+tz:=2(2,+ 25) "
und anal og im Fall der Subtraktion. Bild 8. Multiplikation zweier komplexer Zahlen
5. Multiplikation (Bild 8) ¥

2=2,-2,=1, -1, €)01792 A‘li ~
Die Konstruktion ergibt sich in folgender Weise: \CLAB I ¥
Nach dem Strahlensatz gilt: Werden zwe sich ¢ S ,?\‘
kreuzende Geraden von zwe Parallelen geschnitten )‘( . f

(Bild 9), sogilt: FIW

a_r,

2= a=r.r
o1 b N L/

2=2.2,=1.T, ej(‘/’1+‘/’2) —a. ej((/)1+(p2)

Bild 9. Hilfskonstruktion fiir die Multiplikation (Bild 8)
Es werden zunédchst (Bild 8) die Winkel ¢,, und o,

addiert, es ergibt sich die Gerade g. Auf ihr wird die B N2
Strecke r; abgetragen. Durch T wird eine Parallele zu 1] \
RS gelegt. Sie schneidet gin z. 7 ==
7/?3 \’__.—/ 7

6. Division (Bild 10) [ al
7=4 = doe) = 5, gore) \ 1=z \

Loh SN T
r_2 = i' a= i i el a \ /
1 a r, }&

Pd
AN

Bild 10. Division komplexer Zahlen



E. Beispiele

2, =25 el 350 25 = 5,3 . ol 628
z,= 2,5(cos 35° + | sin 35") | z,= 5,3 (cos 62° + | sin 62%)
= 2,5 (08192 + | 0,5735) = 5,3 (04695 + | 0,8829)
= 2,0479 + | 1,4340 | = 24882 + ;4,6796

z; + z, = 4,5361 4+ j 6,1136

Zy — 2o = = 0,4403 — j 3,2456

Lange des Vekiors z, + z, = lzi 4+ 2z =r= ]/fmﬁ"ﬁ’
= 76126

Z,-2,=25-53.el 97° =13,25. &l 7°

1325 - cos 97° + | 13,25 sin 97°

= —1,6148 + 13,1513

0

5,3 . el 620 i 27

Z2/z, Y RE 2. e

79/7, = 1,8889 + | 0,9625

F. n-te Wurzd auseinem Vektor in der Ebene
(n > O und eine ganze Zahl)

Gegebensal z, gesucht Vz=w
zZ=X+jy=r .e"”
Wegen des periodischen Charaktersvon r . e ist zu schreiben:
zZ=Xx+jy=r.e“¥  (k=0,123,...)
Fur w werde gesetzt:
w=p-€¥
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Bild 11. Nomogramm, Bestimmung des Winkels ¢ bei gegebenen x- und y- Koordinaten
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X7y

Z=7-CoS ¢ Jy=nr-sin ¢

Bild 12. Nomogramm, Bestimmung des Absolutwertes r aus
dem Winkel ¢ und der x- oder y- Koordinate
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Dann muBR sein: {r .e/@2™) = . gv
re ei(cp+2nk) — (Q . é'\y)n — Qn . én\y

darausfolgt  r=¢" o-+ Ur

@+ 27K =ny =

£+27rk
n n

Damit lautet die Losung:

n

temianey=of o £ ian(

n

Jede n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl (Q/E ) ist n-wertig
Beispid: z=25€%*"; n=2

Yz=325 005(3—5+2ij n(§+zizkﬂ
k=0 Y7-225 cos(% +jsin } = 1,4902 + j0,4698
k=1 Yz=2325 005(3—25 +180j +jsin (7 +180H =-1,4902 - j0,4698
k=2 Yz=2/25 003(3—25 j jsi n(3—25 ﬂ =1,4902 +j0,4698
k=3 ¥Yfz=2/25 cos(3—25 j+ js n(3—25 ﬂ =-1,4902 - j0,4698
Die Werte wiederholen sich periodisch
27 360°
Der Abstand der Wurzelwerte betrégt a= — =
n n

G. Nomogramme zur Erleichterung der Umrechnung in algebraische, trigono-
metrische oder exponentielle Form

Aus Bild11l kann fir gegebene x und y— Koordinaten von z der Winkel ¢ im Gradmald oder
Bogenmal3 bestimmt werden.

AusBild 12 kann

flr gegebenes x und ¢ _ _
oder gegebenes y und ¢ } die Grofze r ermittelt werden.

Mit Hilfe des Nomogramms (Bild 11 und 12) 183 sich die algebraische Form in die trigonometrische
und exponentielle (und umgekehrt) umwandel n.

Beispiel:
2=25.¢%



Aus Bild 12 ergibt sich:
35° (rechte Leiter, rechte Skala) } X = 2,0479

2,5 (mittlere Leiter) (linke Leiter)
AusBild 12

35° (rechte Leiter, linke Skala) } y = 1,4340

2,5 (mittlere Leiter) (linke Leiter)
oder aus Bild 11

X = 2,0479 (rechte Leiter) } y =1,4340

35° (mittlere Leiter, linke Skala) (linke Leiter)

H. Anwendung der Inversion zur Bestimmung des L eitwertes aus dem
Widerstandswert (oder umgekehrt)

Gegeben sei der Scheinwiderstand R, der z. B. aus einer Reihenschaltung von L, C, R (Bild 14)

bestimmt wird. Wenn der Betrag des Vektors von 1 sehr abweicht, ist es zur Durchfthrung der
graphischen Inversion notwendig nicht am Einheitskreis (a= 1), sondern an einem anderen Kreis zu
spiegeln, dessen Radius (a) zweckmal3ig gewahlt wird. In Bild 13 ist a= 150 ().

B”
/ AN |
7 /\
(4 7 //
L/ \\ R =240 2 P L~
\ | y \\/ it wl = 27552 [25 mH bei 19 kttz] // el
= 7 ; g
"&w/ \\@ \ Gp= & 52[0,7#/‘_&6/ 19 kitz ] P
EAY ] —— el \\\
; : T Lt |
| 1002 | CfI)C'
Bild 13. Anwendung der Inversion zur Leitwertbestimmung Bild 14. Ermittlung des Scheinwiderstandes fiir Bild 13
aus dem Scheinwiderstand
. : B'(Q
Dannist allgemein: & :%
a’(Q%)
; o 75 1 1
Undim Beispiel: ¢=—-0,0033| = |=3,3 —
150° Q mQ
Berichtigung zu Mth 41, B 1a : Wurdein der Uberschrift “ D2¢
In Absd:nit? D 2 und bei Bild 4'r|1uB es heiBen : ,Spiegelung an der korrigiert, jedoch nicht in der
x-Achse” (nicht ,am Nullpunkt?). Bildunterschrift zu Bild 4.




